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RESUMO 
 

Propriedades constitutivas em que são impostas cargas (tensões) no ensaio e são medidos os 

deslocamentos resultantes (deformações), que no caso de misturas asfálticas propriedades 

como a curva de fluência D(t), são de mais fácil obtenção experimental. Contudo, a obtenção 

das propriedades inversas, como o módulo de relaxação E(t), não é trivial, pois exige uma 

estrutura experimental mais complexa. Como solução para o problema, a inversão das 

propriedades obtidas experimentalmente pode ser feita através de métodos numéricos, 

obtendo as propriedades invertidas indiretamente. O Método das Frações Parciais (MFP) 

apresenta a vantagem de todos os parâmetros serem calculados diretamente, sem arbítrios e/ou 

métodos iterativos, fornecendo a solução exata do problema. Posta esta questão, a presente 

pesquisa objetivou implementar o MFP, aplicando-o para dados conhecidos de misturas 

asfálticas, de modo a se obter um procedimento preciso para inversão de propriedades 

constitutivas viscoelásticas. A execução numérica do Método das Frações Parciais dividiu-se 

em duas grandes rotinas computacionais. A partir dos parâmetros constitutivos de uma dada 

propriedade da mistura asfáltica no qual se deseja obter a correspondente propriedade inversa, 

implementou-se uma rotina para obtenção de uma equação polinomial da qual extraiam-se os 

tempos de relaxação correspondentes às parcelas viscoelásticas por meio de algoritmos pré-

existentes em softwares matemáticos. Então, após a elaboração de uma rotina de solução de 

sistemas de equações, baseada no método da matriz inversa, obteve-se, enfim, as constantes 

de rigidez procuradas que descrevem a propriedade inversa procurada. A validação dos 

resultados obtidos foi realizada através de dados encontrados na literatura cujo procedimento 

de inversão de propriedades foi feito via métodos consagrados, os quais puderam confirmar a 

eficiência das rotinas elaboradas, revelando que as implementações desenvolvidas neste 

projeto podem ser utilizadas como opção no processo de obtenção de propriedades difíceis de 



serem encontradas experimentalmente, a partir de propriedades inversas da mistura asfáltica 

facilmente arranjadas. 

 

 
 
 
RESUMEN 
 

Propiedades constitutivas en que se imponen cargas (tensiones) en el ensayo y son medidos 

los desplazamientos resultantes (deformaciones), que en el caso de las misturas asfálticas 

propiedades como la curva de fluencia D(t), son de más fácil obtención experimental. Sin 

embargo, la obtención de las propiedades inversas, como el módulo de relajación E(t), no es 

trivial porque exige una estructura experimental más compleja. Como solución para el 

problema, la inversión de las propiedades obtenidas experimentalmente puede ser hecha por 

medio de métodos numéricos, obteniendo las propiedades invertidas indirectamente. El 

Método de las Facciones Parciales (MFP) presenta la ventaja de que todos los parámetros son 

calculados directamente, sin arbitrios y/o métodos iterativos, forneciendo la solución exacta 

del problema. Siendo así, la presente pesquisa objetivó implementar el MFP, aplicando-lo 

para datos conocidos de misturas asfálticas, con el fin de obtener un procedimiento preciso 

para la inversión de las propiedades constitutivas viscoelásticas. La implementación numérica 

del Método de las Fracciones Parciales se dividió en dos rutinas principales computacionales. 

A partir de los parámetros constitutivos de una dad propiedad de la mezcla de asfáltica en el 

que si desea obtener la correspondiente propiedad inversa, se implementó una rutina para 

obtener una ecuación de polinomios donde extraían los tiempos de relajación correspondiente 

a las parcelas viscoelásticas mediante algoritmos preexistentes en softwares matemáticos. 

Entonces, después de la elaboración de una rutina de solución de sistemas de ecuaciones, 

basado en el método de la matriz inversa, obtiene-se, al final, las constantes de rigidez 

buscadas que describe la propiedad inversa buscada. La validación de los resultados obtenidos 

fue hecha por medio de datos encontrados en la literatura cuyos procedimientos de inversión 

de propiedades fue hecho mediante métodos consagrados, estos que confirmaran la eficacia de 

las rutinas elaboradas, revelando que las implementaciones elaboradas en este proyecto 

pueden ser utilizadas como opción en el proceso de obtención de propiedades difíciles de ser 

encontradas experimentalmente, partiendo de propiedades inversas de la mezcla asfáltica 

fácilmente arregladas. 

 

INTRODUÇÃO 
 

Os materiais asfálticos fazem parte do grupo de materiais em que o comportamento 

dependente do tempo é bastante perceptível, devido ao fato destes materiais fluírem com 

maior facilidade, especialmente a altas temperaturas. Uma das principais conseqüências deste 

comportamento são as deformações permanentes observadas na camada de superfície dos 

pavimentos asfálticos. A observância neste tipo de material de uma relação tensão-

deformação dependente do tempo caracteriza as misturas asfálticas como materiais 

viscoelásticos. 

A obtenção de propriedades constitutivas viscoelásticas em que é imposta uma 

tensão no ensaio e as deformações resultantes são medidas - no caso de misturas asfálticas 

propriedades como a curva de fluência D(t) - são de fácil obtenção experimental. Contudo, a 

obtenção das propriedades inversas, como o módulo de relaxação E(t), não é trivial, pois 

exige uma estrutura experimental mais complexa, no qual são impostas deformações e 



medidas as tensões resultantes. As deformações são muito pequenas no regime linear, 

representando uma dificuldade no processo. 

Como solução para o problema, a inversão das propriedades obtidas 

experimentalmente pode ser feita através de métodos numéricos obtendo as propriedades 

invertidas indiretamente. Um método muito conhecido é o Método das Frações Parciais 

(MFP) que apresenta a vantagem de todos os parâmetros da propriedade constitutiva inversa 

serem calculados diretamente, sem arbítrios e/ou métodos iterativos. Contudo, ainda não 

existe uma rotina computacional que viabilize a utilização deste método. 

Posta esta questão, o presente trabalho tem por objetivo implementar o MFP, de 

modo a se obter um procedimento preciso para inversão de propriedades constitutivas 

viscoelásticas. 

 
REFERENCIAL TEÓRICO 
 

Um material viscoelástico é definido como um material que armazena parcialmente a 

energia interna fornecida em função das solicitações externas aplicadas. No caso dos materiais 

elásticos, tal energia é totalmente armazenada, enquanto que existe dissipação total de energia 

no caso dos materiais viscosos. Tal fato faz com que materiais viscoelásticos tenham um 

comportamento intermediário entre um sólido e fluído. (Vilson e Hilton, 2006). Estes, dentro 

da teoria da viscoelasticidade, podem apresentar comportamento viscoelástico linear ou não 

linear.  

Pesquisas nacionais, como as de Falcão e Soares (2002), Soares e Souza (2003) e 

Theisen (2006), além de pesquisas internacionais como as de Kim e Wen (2002), Kim et al. 

(2004), Kim (2009), Masad et al. (2005) e Masad et al. (2009) evidenciam que misturas 

asfálticas apresentam inegavelmente comportamento viscoelástico linear para os casos de 

cargas suficientemente pequenas e de número baixo de repetições, e para casos de grande 

número de aplicações de carga, o fenômeno da fadiga ganha importância. 

Segundo Di Benedetto et al. (2001) para garantir às misturas asfálticas um 

comportamento viscoelástico linear existem níveis de deformações e de número de ciclos 

limites. Os autores mostram estes limites em um diagrama (Figura 1), notando-se que o 

comportamento viscoelástico linear é garantido se o número de aplicações de carga for menor 

que 1000 aplicações e as deformações não ultrapassarem a ordem de 10
-4

 unidades de 

deformação. 

 

 
Figura 1: Diagrama de limites de comportamento das misturas asfálticas (adaptado de Di 

Benedetto et al., 2001) 

 

Garantida a viscoelasticidade linear, as misturas asfálticas apresentam 

comportamentos típicos que provam seu comportamento viscoelástico. Dentre eles, destacam- 

se a fluência (creep) e a relaxação (relaxation). 



A fluência é uma deformação lenta e progressiva do material quando submetido a 

uma tensão constante  (Lakes, 1998). Resultados típicos de ensaios de creep são 

deformações crescentes ao longo do tempo com declividade decrescente. Uma assíntota pode 

ou não ser notada quando a tensão é aplicada por longo tempo, dependendo se o material 

tende a se comportar como um sólido ou um fluído (Christensen, 1971). A Relaxação é um 

decréscimo gradual da tensão quando o material é mantido sob deformação constante  

(Lakes, 1998). As formas típicas das curvas de fluência e de relaxação são vistas na Figura 2. 

 
Figura 2: Diagramas típicos de misturas viscoelásticas. (A) Fluência e (B) Relaxação 

 

Devido à dependência do tempo e da taxa de aplicação de carga (ou deslocamento), 

as equações constitutivas dos materiais viscoelásticos deixam de ser algébricas, como é o caso 

das relações elásticas, e passam a ser representadas por integrais de convolução. Para o caso 

uniaxial, as relações tensão-deformação dos materiais viscoelásticos lineares são dadas pelas 

equações 1 e 2. 
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onde (t) refere-se a deformação em função do tempo; (t) é como a tensão varia em função 

do tempo; t’0 é o instante inicial de aplicação de carga; t’ é a variável de integração, que 

representa o instante de início de aplicação de carga; D(t,t’) é a função da curva de fluência ou 

creep compliance (se esta não depende de t’, pode ser modelada como uma função D(t-t’)); e 

E(t,t’) é a função da curva de relaxação ou relaxation modulus (se esta não depende de t’, 

pode ser modelada como uma função E(t-t’)). 

Para que as Equações 1 e 2 possam ser resolvidas, é necessário que se utilize uma 

função matemática capaz de descrever as funções E(t) e D(t) no domínio de integração com 

relação ao tempo. Para propriedades independentes de t’ (desprezando-se efeitos de 

envelhecimento e da temperatura), o tipo de ajuste mais empregado é o ajuste em séries de 

Prony, descritas nas equações 3 e 4, que são somatórios de séries exponenciais derivadas dos 

modelos mecânicos generalizados de Kelvin (Voigt) e/ou Maxwell considerando-se 

solicitação unitária. 
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onde E∞ refere-se ao módulo de relaxação para t=∞; Ej  é a rigidez elástica de cada parcela 

viscoelástica do módulo de relaxação; j é tempo de relaxação de cada parcela do módulo de 

relaxação; D∞ refere-se a compliância a longo prazo; Di  é a compliância de cada parcela 

viscoelástica da curva de fluência; i é o tempo de retardação de cada parcela da curva de 

fluência; e n é número de parcelas viscoelásticas consideradas na curva de fluência. 

Das equações 3 e 4, após aplicações da transformada inversa de Fourier, é obtida a 

relação entre as propriedades constitutivas em questão, vista na equação 5. 
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O Método das Frações Parciais 

 

O Método das Frações Parciais (MFP) é usado para decompor funções racionais em 

formas mais simples, normalmente objetivando processos simplificados de integração ou 

obtenção de transformadas inversas de Fourier. No MFP, parte-se de uma equação da forma 

descrita na equação 6, reescrevendo-a na forma expressa pela equação 7. 
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Se aplicadas transformadas de Fourier nas equações 3 e 4, estas representarão as 

propriedades viscoelásticas referidas no domínio frequência, cujo formato algébrico é idêntico 

ao visto na equação 7. Além disto, se aplicada transformada de Fourier na equação 5, 

posteriormente substituindo-se as funções D(t) e E(t) no domínio frequência nesta equação, é 

possível formar uma função como a equação 6 que pode ser rearranjada conforme a equação 

7, tornado o MFP prático para propriedades viscoelásticas exponenciais no domínio tempo. 

 
METODOLOGIA 
 

A inversão das propriedades constitutivas viscoelásticas pode ser feita 

considerando dois domínios: tempo e frequência. No domínio tempo, o método mais 

conhecido é o de Park e Schapery (1999). No domínio frequência, destaca-se o Método das 

Frações Parciais (MFP), no qual se aplica transformadas de Fourier e obtém os módulos no 

domínio complexo, aplicando-se transformadas integrais inversas posteriormente. No método 

descrito por Theisen (2011) para descrição do MFP considera-se D(t) uma compliância 

qualquer escrita na forma da equação 3 e a curva a ser obtida pelo método, E(t), o módulo 

correspondente à compliância D(t), escrita na forma da equação 4. D(t) e E(t) relacionam-se 

através da equação 5. Aplicando a transformada de Fourier nas equações 3, 4 e 5, e 

substituindo o resultado obtido das equações 3 e 4 na equação 5, encontram-se as equações 8 

e 9, escritas no domínio frequência. A equação 8 é o denominador obtido ao isolar a curva de 

relaxação na equação 5 no domínio frequência, de forma a igualá-lo conforme o formato visto 



na equação 6. Como o denominador representa um polinômio com raízes ai, devem ser 

extraídas as raízes do polinômio formado pelo denominador para sequência da metodologia. 
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Das raízes ri do polinômio expresso pela equação 8 são calculados os tempos de 

relaxação j da curva de relaxação, onde ri=-1/i, sendo j o tempo de relaxação 

correspondente à parcela viscoelástica j, j = ∞, 1, 2, ..., n e ∞=∞. A equação 9 forma um 

sistema de equações, utilizado para o cálculo das constantes Ei, onde r∞=0. Tal sistema de 

equações é formado igualando os polinômios em ambos os dados da equação 5 no domínio 

frequência, de modo que a linha i do sistema representa a igualdade das constantes 

multiplicativas do termo (i)
n+1-i

 de ambos os lados da equação. O sistema formado possui 

n+1 equações. 

As etapas para execução numérica do Método das Frações Parciais, divididas em 

rotinas computacionais, são simplificadas na Figura 3 que segue. A partir dos parâmetros 

constitutivos de uma dada propriedade da mistura asfáltica no qual se deseja obter a 

correspondente propriedade inversa, implementou-se uma rotina para obtenção de uma 

equação polinomial na forma da equação 8, da qual extraiam-se os tempos de relaxação 

correspondentes às parcelas viscoelásticas por meio de algoritmos pré-existentes em softwares 

matemáticos. Então, após a elaboração de uma rotina de solução de sistemas de equações, 

baseada no método da matriz inversa, obteve-se, enfim, as constantes de rigidez procuradas 

que descrevem a propriedade inversa procurada.  

 

 
 

Figura 3: Fluxograma para implementação do Método das Frações Parciais 

 

Para verificação das rotinas implementadas, o método foi testado de duas formas: 

partindo dos dados da curva de fluência D(t) para obter o módulo de relaxação E(t) e partindo 

dos dados do módulo de relaxação E(t) para se obter a curva de fluência D(t). Foram 

utilizados os dados das publicações de Souza (2005) e Gibson et al. (2003), que obtiveram a 



curva de fluência D(t) e sua respectiva propriedade inversa, o módulo de relaxação E(t) via 

métodos consagrados. 

 
RESULTADOS E DISCUSSÃO 
 

As constantes obtidas pelo Método das Frações Parciais para os dados de Souza 

(2005) estão descritas na Tabela 1 e para os dados de Gibson et al. (2003), na Tabela 2.  

 
 

Tabela 1: Constantes obtidas pelo MFP para dados de Souza (2005) (A) partindo de D(t) e (B) 
partindo de E(t) 

 
 

Tabela 2: Constantes obtidas pelo MFP para dados de Gibson et al. (2003) (A) partindo de D(t) e 
(B) partindo de E(t) 

 
 

Para as constantes descritas por Souza (2005) (i=9), os erros percentuais 

mantiveram-se baixos, sendo máximos em 8% para , 25% para D, 2% para  e 33% para E. 

Contudo, para os dados de Gibson et al. (2003) (i=12)  não se obteve o mesmo sucesso, 

obtendo-se erros máximos de 195% para , 49% para D, 66% para  e 216% para E. As 

possíveis razões para tal fato podem ser explicadas por questões numéricas de precisão de 

armazenamento numérico do programa utilizado no qual, no mesmo sistema de equações, há 

números variando na ordem de 10
-6

 até 10
23

. Quanto maior a variabilidade dos tempos de 

retardação, resultado de um maior número de termos na série de Prony (maior i), mais 

extrema é esta diferença de ordem numérica. 

Contudo, embora tenham sido encontrados erros significativos nas constantes obtidas 

pelo MFP, o comportamento das curvas E(t) e D(t) é essencialmente o mesmo quando 

comparados com os dados da literatura, conforme mostra os gráficos da Figura 4, em que as 

curvas obtidas pelo MFP sobrepõem as curvas experimentais da literatura com perfeição, 

comprovando a eficiência das rotinas implementadas. 

 



 
 

Figura 4: Comparativo de curvas experimentais e MFP para (A) curva E(t) e (B) curva D(t) 
 

Com o objetivo de se testar a influência da variação dos tempos de retardação nos 

resultados obtidos, as constantes i da curva de fluência D(t) de Souza (2005) multiplicadas 

por um fator de mudança , variando de 10
-3

 a 10
3
, conforme visto na equação 10: 
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Após a rotina de solução de polinômios, nota-se que o MFP obtém tempos de 

relaxação iguais àqueles quando =1 (constantes i descritas na Tabela 1A, para o MFP) 

multiplicados pelo próprio fator  em questão, além de constantes de rigidez elásticas Ei 

iguais. O fato resulta em curvas de relaxação E(t) idênticas, transladadas horizontalmente, 

variando somente o tempo necessário para sair do módulo inicial e para chegar ao módulo 

final, conforme mostra a Figura 5. 

 

 
Figura 5: Curva E(t) do MFP para dados de Souza (2005) para diferentes fatores 

 

Estes resultados refletem em parâmetros semelhantes àqueles de misturas asfálticas 

ensaiadas a diferentes temperaturas, apresentando o mesmo comportamento na curva E(t). 

Percebe-se pela Figura 5 que para menores valores de  (maiores temperaturas), o valor da 

curva rapidamente cai em função do tempo. Este é o comportamento de materiais 

viscoelásticos descoberto e modelado por Williams et al. (1995), denominado de 

termorreologicamente simples. Considerando que, segundo Theisen (2011), os parâmetros 

constitutivos deste tipo de material i) possuem a mesma forma no plano log-log para qualquer 



temperatura, resultando em curvas paralelas no plano log-log e ii) têm valor para tempo igual 

a 0 e tempo igual a infinito semelhantes para qualquer temperatura, o que mudará para as 

diferentes temperaturas é o tempo necessário para sair do módulo inicial e para chegar ao 

módulo final. Assim, demonstra-se que o MFP pode ser empregado para construção de curvas 

mestras de misturas asfálticas, pois mantém as hipóteses do comportamento de materiais 

termorreologicamente simples. 

 
CONCLUSÕES 
 

A validação dos resultados obtidos em função dos dados da literatura pôde confirmar 

a eficiência das rotinas elaboradas, o que se refletiu na curva E(t), que revela o 

comportamento do material ao longo do tempo, com a vantagem da solução ser direta e obtida 

por métodos puramente numéricos, excluindo fases de arbítrio ou extração gráfica de 

constantes, como em Park e Schapery (1999).  

Entretanto, o método mostrou-se fortemente dependente da precisão numérica dos 

programas empregados para implementação do MFP, e sensível ao aumento do número de 

parâmetros da série, devido a grande variação na ordem de grandeza das variáveis envolvidas 

no processo. Ainda assim, embora a existência de erros elevados nas constantes obtidas, os 

resultados aproximam-se fortemente dos resultados reais, comprovando a eficácia do método 

e das rotinas utilizadas. 

Por fim, mesmo que o método seja melhor no sentido de programação, deve-se estar 

atento a precisão numérica do programa utilizado, além de que as rotinas empregadas devem 

ser cuidadosamente analisadas e programadas para que não haja interpretações errôneas que 

podem incidir no projeto dos pavimentos flexíveis onde for empregada a mistura em questão.  
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